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Ce travail est une contribution a un probleme formule de maniere precise par
S. L. Sobolev en 1962. Nos resultats concernent l'existence de formules optimales
pour l'approximation de fonctionnelles sur un espace de Hilbert de fouctions
d'une variable reelle. lis completent et generalisent les resultats anterieurs.
Par ailleurs, Ie formalisme employe a donne lieu a un developpement analogue
pour l'approximation optimale de la somme d'une serie. On consultera a ce
propos les travaux de J. Baranger. En ce qui concerne les fonctions a plusieurs
variables, on pourra se reporter aux publications des math6maticiens sovietiques:
S. L. Sobolev, V. D. Carusnikov, I. M. Sobol' entre autres.

Toutefois, leurs resultats ne semblent absolument pas recouvrir ceux que nous
presentons ici. Entin notons que nous avons aborde cette etude apres la lecture
d'un article de H. S. Wilf, relatif aun procede d'integration des fonctions nume­
riques. L'idee de Wilf a ete egalement reprise par plusieurs auteurs, en particulier
R. E. Barnhill, pour des espaces de fonctions analytiques.

1. ApPROXIMATION OPTIMALE n'UNE FONCTIONNELLE

On designe par C[O,I] l'espace des fonctions definies et continues sur [0, 1],
avaleurs dans R, norme par Ilfllc1o.1] = MaXte[o.l] If(t)l.

Soit Hun espace de Hilbert reel, dont les elements sont dans CrO.l) , et tel
que l'injection canonique de H dans CrO,I] soit continue. Soit H' son dual
topologique. On notera (u, V)H (respectivement (u, V)H') Ie produit scalaire
dans H (respectivement dans H'). La dualite entre H et H' sera notee <', ').
11 designera l'isomorphisme canonique de H dans H'.

Dans ces conditions on peut considerer Ies fonctionnelles d'evaluation
surH:

oil IX E [0, 1].

0", E H'. Si g", = 11-1(0",), on a (g"" gl3)H = (0"" 013)H' = <0"" gfj> = <°13 , g",>.
On posera g(IX, fJ) = (g", ,gfj)H .
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La fonction g(a, f3), definie sur [0, 1] X [0, 1] qui appartient it Hen tant
que fonction de l'un quelconque de ses arguments, est Ie noyau reproduisant
de l'espace H. Nous faisons l'hypothese suivante sur Ie noyau reproduisant
deH:

(~)
g(ex, f3) = a(ex) b(f3)

= a(f3) b(a)

O~a~f3~1

O~f3~ex~1

ou a et b sont deux fonctions connues, appartenant it H. Nous dirons que
g est delorme triangulaire.

Soit IE H'. On pose

x = (Xl' X2 , ••• , XN),

A = (AI' A2 '0'" AN),

i = 1,2"'0' N,

i = 1,2'0'" N.

Le probleme qui nous interesse est Ie suivant:

IE H' etant donne, existe-il (x*, A*) dans [0, I)N X RN tel que

0/2(/; x*, A*) = min 0/2(/; X, A) ou
("'. A)E[O.llNXRN

0/2(1; X, A) = III - ~ AiD",. [. ?
l";t<,N

Si un tel jeu de poids Ai* et de nreuds Xi * (i = I, 2'0'" N) existe, nous dirons
que parmi les approximations de Ia fonctionnelle I, de la forme

1 = L AiD"'i'
1,;;,i<N

est une approximation optimale. Cette definition est done tout-it-fait analogue
it celIe des formules optimales au sens de Sard [11], mais avec l'introduction
de nreuds variables dans [0, 1].

II. ETUDE DE 0/2 (/; X, A)

Posons P2(/; x) = minAERN 0/2(/; X, A). II s'agit bien d'un minimum, car
lorsque A varie dans RN, trouver Ie minimum de 0/2(/; X, A) pour X fixe,
revient it projeter orthogonalement 1 sur Ia variete engendree par Ies 13",.,
i = 1,2'00" N. Nous utiliserons Ia propriete suivante dont la demonstration
est eIementaire.



LEMME 1.
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inf ifJ2(/; x) = inf 1JI2(/; x, A).
",e[O.l]N (",.A)e[O.l]NXRN
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Nous sommes ainsi ramenes a ['etude de ifJ2(/; x) lorsque x appartient au
compact [0, l]N. Pour obtenir une condition suffisante d'existence de x*, if
suffit de trouver une condition suffisante de continuite de l'application

x E [0, l]N ->- ep2(/; x) E R.

Calcul explicite de ifJ2(l; x)

La quantite ifJ2(l; x) represente Ie carre de Ia distance de I, a 1a variete
lineaire V"" engendree dans H', par les fonetionnelles 0", ,0", ,..., O"'N' On

1 2

peut toujours exhiber un jeu d'abscisses t1 , t2 ,... , tp tel que

o ::;; p ::;; N,

o ~ t1 < t2 < t3 < ... < tp ~ 1 ti E {Xl' X2,..., XN} i = 1,2,... , p,

Ot ,Ot ,... , 0t Iineairement independants et engendrent V",
1 2 p

(c'est-a-dire V", = Vt).

On a alors:

LEMME 2. ifJ2(/; x) = (I, l)H' - ItG-t[ OU It = (11 , 12,... , Ip ) E RP avec
Ii = (I, Ot,)H' , i = 1, 2, , p et G = «Ot; , Ot)H') = (gUi ,tj )) (matrice de
Gramm des Ot;, i = 1, 2, ,p).

La demonstration est immediate en remarquant que la quantite ltG-11
represente Ie carre scalaire de la projection orthogonale de I sur 1a variete
engendree dans H' par 1es p elements Ot ,Ot ,... ,Ot c'est-a-dire sur 1a variete

1 2 p

V",.

LEMME 3. Si Ie noyau reproduisant de H est de forme triangulaire, alors
G-1 est tridiagonale et on a explicitement

r a1 f31

°
f31 a2 f32

G-1 =

(:3P-1

0

{JV-1 av
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avec

i = 1,2,... , p - 1

(Xl = al(alb2
__ a

2
bl)

ai+lbi-l -- aibi+l(X. = ..,.....----o-~~--"-;:-.,__:-"-'-'-"---=_:_

• (ai-lbi - aibi-l)(aibi+1 -- ai+lbi)

bp - l

i = 2, 3,... , p - 1

oil

i = 1,2,...,p

a et b hant les deux facteurs de decomposition du noyau g.

Demonstration (cf. [4]). Posons

-1

Le systeme Ot ,Ot ,... ,Ot est un systeme de p vecteurs independants dans H'.
1 2 P

Done en particulier Oti -# 0, i = 1,2,... , P ce qui est equivalent it
(Ot. , OdH' -# 0, soit g(ti , ti) = a(ti) b(ti) -# 0, soit encore ai -# 0, i = I, 2,... , p.
Pa~ co~sequent D-l existe et on obtient

o

V p

oil Vi = b;/ai, i = 1,2,... ,p.

La matrice G etant par nature (c'est un grammien) definie positive, il en est
de meme de la matrice A et on a

ce qui conduit en explicitant ce produit, au resultat annonce. On a alors:
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i = 1,2,...,p.

Ii suffit en effet d'expliciter la forme quadratique ltG-11(lemme 2) en utilisant
['expression de G-1 (lemme 3).

III. CONTINUITE DE L'ApPLICATION x E [0, l]N --)0 <p2(l; x) E R

Remarque preliminaire

Soit x = (Xl' X 2 , ••• , XN) E [0, l]N. On lui associe t = (t1 , t2 , •.. , t1}) E RP

en prenant

t i E {Xl' X2 , ••• , XN} i = 1,2'00" p,

Ot ,Ot ,... , Ot sont lineairement independants dans H',
1 2 V

V", = Vt

ou rappelons Ie V", est la variete engendree dans H' par 0", ,0", '00" 0", .
1 2 N

Dans ces conditions on peut rencontrer 1es cas de figures suivants:

(A) Les abscisses t1 , t2 , ... , t1} qui sont necessairement toutes distinctes
sont telles que: Vi , 1 ~ j ~ N, 3i , 1 ~ i ~ p, Xi = ti •

(B) Le cas (A) n'est pas verifie pour tout x E [0, l]N. Autrement dit il
peut exister un indice jo, I ~ jo ~ N tel que Xi =1= t i , i = 1, 2,..., p. Mais

o
comme 0x . ,Ot ,... ,Ot sont alors necessairement lineairement dependants,

Jo 1 11

nous avons

soit 0x . = 0
'0

soit 0x . =1= 0
'0

mais

(~)

Le cas (B) est une source d'enormes difficultes dans l'etude de Ia continuite
de la fonction <P2(1; x). Aussi nous ferons l'hypothese simplificataire

L'espace considere H est tel que quel que soit l'entier K ~ I
on a l'equivalence suivante:
Xl' X2 , ... , Xx abscisses distinctes dans [0, 1]~ 0"'1,0"'2'"'' O"'k
1ineairement independants dans H'.

Autrement dit nous excluons l'eventualite (B) ci-dessus. Nous sommes alors
en mesure d'etudier la fonction X --)0 <p2(1, x).
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LEMME 4. Si les hypotheses (~) et (~) sont satisfaites, les fonctions
vex) = b(x)/a(x) et k(x) = (I, oX)H'ia(x) sont definies et continues sur [0, 1].
De plus vest strictement monotone decroissante sur cet intervalle.

Demonstration. Quel que soit x dans [0, 1] on a Ox # °(hypothese ~),
donc II OX II~I' = a(x) b(x) # 0. a(x) ne s'annule donc jamais sur l'intervalle
[0, 1] et Ies fonctions v et k sont toujours definies.

D'autre part He CfO.1] , donc a, b E CfO.1] et par consequent vest continue
sur [0, 1]. Soit x < y, x, Y E [0, 1]. L'hypothese ~ etant satisfaite, Ox et Oy
sont Iineairement independants, et en reprenant Ia demonstration du Iemme 3
avec {t1 , t2 ,... , tp } = {x, y} on obtient vex) - v(y) > 0. Done vest stricte­
ment monotone decroissante sur [0, 1]. Entin

k(x) = (I, Ox)H' = hex)
a(x) a(x)

si h = A-1(1)

s ds ~ S => II x( ) - x II", ~ 3.

oil h E H donc h E CfO.1] , ce qui prouve que k E Cro.1] .
Nous avons alors Ie resuItat essentiel suivant:

TmOREME II. Si H verifie les hypotheses (~) et (~), une condition
necessaire et suffisante pour que l'application x -+ l[J2(1; x) soit continue sur
[0, I]N et que l'on ait

lim [k(ex) - k(,8)]2 = °
a,f3 v(ex) - v(,8)

quel que soit y E [0, 1], limite commune de ex et ,8 (ex =F ,8).

Demonstration. Soit x E [0, I]N, X = (Xl' X2 ,... , XN)' Soient t1 < t2 < ...
< I p Ies abscisses distinctes de x. Puisque l'hypothese (~) est satisfaite
Ot ,Ot ,... ,Ot sont lineairement independants et engendrent la meme1. p

variete que Ox ,Ox ,... , Ox . D'apres Ie theoreme I nous avons
l' N

Soit {X(8)} une suite de [0, l]N admettant x comme limite Iorsque s tend vers
l'infini. Posons d = min(t2 - t1 , t3 - t2 ,... , t p - t p - 1) si p > 1. (Le cas
p = 1 n'est pas retenu, mais la demonstration permettra de conclure aise­
ment meme dans ce cas.) On ad> 0. Puisque lims...", X(8) = x, il existe un
rang S tel que

Cela signifie que pour s ~ S, les composantes X~8), i = 1,2,... , N de XIs)

sont dispos6es dans p intervalles disjoints, centres sur les t i , i = 1,2,... , p,
et ne dependant pas de s.
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Soit

Ir = Ii, 1 ~ i ~ N: I x~s) - tr I ~ ~l

Ona

pour s ~ S r = 1,2,... ,p

r = 1,2,...,p et
'P

U I r = {l, 2, ... , N}
r~l

SI k =1= k'.

Pour calcu1er ~2(l; XIs»), S ~ S, nous ne devons considerer que les abscisses
distinctes de XIS), et les ordonner. Cette operation peut etre faite separement
dans chacun des p groupements d'abscisses. Nous mettons ainsi en evidence
les suites d'abscisses

s = S, S + I, ...

definies par

A(s) = x\s) avec i E I r
x(s) ~ x~") 'r/jE I rr , ,

I-t(s) = x\s) avec i E I r
x\s) ~ xIs) 'r/jElrr , J

et nous avons (cf. Theoreme I) pour s ~ S,

avec

et oil. N(s) est une somme finie, eventuellement vide, de termes non negatifs
(cf. lemme 4), de la forme [k(~) - k(,8)]2f[v(~) - v(,8)] oil. ~ < ,8, ~ et,8 etant
deux abscisses consecutives de l'ensemb1e des abscisses distinctes de x(s>,
~ et ,8 appartenant toutes deux a l'un des intervalles Vr = {x E [0, 1]:
I x - tr I ~ df3}, r = I, 2, ...,p; mis en evidence precedemment.

Or par definition de {A~s>} et {1-t~S)} on a

lim A(s) = lim 11(") = tr ,T r,
s-"400 s~r:o

r = 1,2,... ,p,

k et v etant continue sur [0, 1], la quantite (I, l)H' - M(s) tend lorsque s tend
vers l'infini, vers
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Une condition suffisante pour que lims~oo 4>2(/, XIS»~ = 4>2(/; x) est donc que
lims~oo N(s) = 0, ce qui est veritie si tous les termes (s'il en existe) du type
[k(a) - k(,8)]2j[v(a) - v(,8)] tendent vers zero lorsque a et,8 tendent vers tk ,

1 :S; k :S; p. Comme il est toujours possible de faire tendre XIs) vers x lorsque
s tend vers l'intini, de fal,;on a ce que nous ayons de tels termes dans N(s),

la condition est egalement necessaire.
Entin, cette condition devant etre veritiee que! que soit x appartenant a

[0, I]N, nous obtenons la condition necessaire et suffisante annoncee:

lim [k(a) - k(,8) ]2 = °
~,fJ->y [v(a) - v(,8)]
~",fJ

Vy E [0, 1].

COROLLAIRE. Si a et b, facteurs de decomposition du noyau reproduisant g,
sont derivables, et si v' = (bja)' ne s'annule pas sur [0, 1] alors une condition
necessaire et suffisante de continuite de 4>2(/; x) sur [0, I]N est

lim [h(a) - h(,8)]2 = °
~ ,fJ->y a - ,8
~",fJ

VyE[O, 1] ou h = A-I(l).

Demonstration.
que v' existe

[k(a) - k(,8)]2
v(a) - v(,8)

Puisque k(x) = <A-I(/), ox)ja(x) = h(x)ja(x) on a puis-

[(h(a) - h(,8»ja(rx) + h(,8)[a(,8) - a(rx)]j(a(a) a(,8»]2
(rx - ,8) v'(c)

avec rx :S; C :S; ,8. En developpant on obtient les termes

* [h(a) - h(,8)]2j[a2(rx) v'(c)(a - ,8)] qui est equivalent a Ij(a2(y) v'(y»
[h(a) - h(,8)]2j(a - ,8) lorsque a, ,8 ---->- y.

*2[h(a) - h(,8)] h(,8)[a(,8) - a(a)]j(a - ,8) * Ij(a2(a) a(,8» qui tend vers°lorsque a, ,8 ---->- y (a' existe et h est continue).

, *h2(,8)j(a2(a) a2(,8»[a(a) - a(,8)]j(a - ,8) * [a(a) - a(,8)] qui tend vers °
lorsque a, ,8 ---->- y (a' existe).

La condition de continuite se reduit donc a

lim [h(a) - h(,8)]2 = °
~ .fJ->y a - ,8
~",fJ

Vy E [0, I].

Ce corollaire est important dans la mesure OU il ne fait intervenir que Ie
representant h dans H, de la fonctionnelle I.

Enparticulier si h = A-I(/) est telle que Ih(a) - h(,8) [ :S; M I a -,81 quels
que soient a, ,8 appartenant it [0, I], la condition est satisfaite (M constante
positive ne dependant que de h).
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IV. ApPLICATIONS, EXEMPLES

On considere l'espace classique de Sobolev H = W;<O,l)
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les derivees etant prises au sens des distributions. On sait que H est un espace
de Hilbert qui s'injecte continuement dans qO,l] . On peut expliciter aisement
son noyau (cf. [9]) et l'on a:

( )
_ chx ch(l - ex)

g x, ex - shl

chex ch(l - x)
shl

si 0:'( ex :'( X :'( 1.

Sur H, les hypotheses (~) et (~) sont verifiees (voir en particulier [10]).
On prendra

a(x) = chx,

b( )
= ch(l - x)

x shI'

a et b sont derivables sur [0, 1].
La fonction vex) = b(x)ja(x) est derivable et v'(x) = -Ijch2(x) =I=- °

"Ix E [0, 1]. Nous sommes done dans les conditions d'application du corollaire
du theoreme II. La fonction x ........ ([>2(/; x) est continue sur [0, I]N si et seule­
ment si Iim~.8~y,~"8[h(ex) - h(f3)]2f(ex - (3) = 0, Vy E [0, 1]. Le theoreme
suivant montre que cette condition est realisee pour une large classe de
fonctionnelles sur H.

THEOREME III. Toute fonctionnelle lineaire sur H du type

I.: ep E H ........ /.(ep) = r ep(t) z(t) dt
o

est lineaire continue sur H(/. E H') et si h. = 11-1(/.) it existe une constante
positive M. ne dependant que de z, telle que

Vex E [0, 1]

Vf3 E [0, 1].

Demonstration. (l)

1/.(ep)1 2
= [( ep(t) z(t) dtr:'( II z Ili'.,1l x II ep Ilt'.,1)
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(inegalite de Schwartz dans L~O.l»)' Mais

d'ou Il.(tp)1 2
~ II Z Ili~o.l) X II tp II~,

ce qui prouve que lz est continue sur H.

(2) Considerons Ie rapport (g(ex, x) - g(fJ, x))/(ex - fJ), ex oF fJ. D'apres
Ia forme eIementaire de Ia fonction g(u, v) qui est derivable en u (pour v
fixe) sauf pour u = v, il est aise d'exhiber une constante positive C, telle que
pour ex oF fJ

I
g(ex, x) - g(fJ, x) I< C

ex-fJ
que! que soit x dans [0, 1].

Or h.(x) = (lz, O",)H' = <lz, A-l(o",) = f~g(x, u) z(u) duo Done

Ih.(ex) - hz(fJ) I= III g(ex, n) - g(fJ, u) z(u) du I~ C II I z(u)I duo
ex-fJ 0 ex-fJ 0

Puisque z E L~O.l)' f~ Iz(u) Idu existe, et en posant M z = C f~ I z(u)Idu,
nous obtenons Ie resultat annonce

Vex E [0, 1]

V'fJ E [0, 1].

En consequence

[h.(ex) - h.(fJ)]2 = I hz(rx) - h.(fJ) 121 rx - fJl ~ M z2 1 ex - fJ!
Irx-fJl rx-fJ

et on a
lim [hz(rx) - hz(fJ))2 = °

",.Il->)I rx - fJ
",#'Il

Vy E [0, 1].

Ceci prouve (corollaire du theoreme II) que la fonction x ---+ fJJ2(lz ; x) est
continue sur [0, l]N que! que soit z E L~O.l) .

EXEMPLE 1. z(x) = 1, 'Ix E [0, 1]. La fonctionnelle etudiee est Ia fonc­
tionnelle integrale i: tp ---+ f~ tp(t) dt. D'apres ce qui precede nous pouvons
done affirmer que parmi Ies approximations du type f~ tp(t) dt ~ L:~l Aitp(Xi),
il en existe une au moins pour Iaquelle Ia fonctionnelle erreur e

1 N

e(tp) = f tp(t) dt - L Aitp(Xi)
o i~l

est de norme minimale dans H'.
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Nous avons montre dans [7], que cette approximation optimale etait
unique, et nous avons comp1etement explicite les n<lluds Xi* et les poids Ai *

correspondants (i = 1, 2, ... , N).

EXEMPLE 2. z(x) = Log(x), x E ]0, 1]. Dans ce cas la portee du theoreme 3
est encore plus manifeste. La fonctionnelle sur H

({J~r((J(t) Log(t) dt
o

admet au moins une approximation optimale. Cependant, nous n'avons pu
demontrer l'unicite dans un tel cas. D'autre part, 1a determination d'un jeu
optimal d'abscisses et de poids, reste a l'etude.

V. CARACTERISATION D'UN JEU OPTIMAL DE NOEUDS X* = (x1* ,... , XN*)

LORSQU'IL EXISTE

Nous donnons ici sans demonstration deux resultats, de nature tres intuitive
d'ailleurs. Cf. [9].

(a) Dans une formule d'approximation optimale, Ie nombre de nreuds
distincts est egal aNsi et seulement si la fonctionnelle etudiee, n'est pas
combinaison lineaire de p fonctionnelles d'evaluation lineairement inde­
pendantes °~ p ~ N - 1.

(b) Les nreuds optimaux Xi*' i = 1,2,... , N appartiennent necessaire­
ment au support de la fonctionnelle etudiee I.

En conclusion nous ferons les remarques suivantes:

(1) Les resu1tats du paragraphe III precedent, peuvent etre generalises
lorsqu'on prend pour H, un espace de type W1

2(0, 1), mais OU Ie produit
scalaire est obtenu en ponderant convenablement la fonction et sa derivee

(2) Des resultats du meme type peuvent etre donnes, pour des espaces
de fonctions s'annulant aux bords, ou meme en certains points de [0, 1].

(3) Quelques proprietes de portee plus generale sur l'approximation
d'une fonctionnelle par une famille de fonctionnelles dependant d'un para­
metre ont ete etudiees dans [8].
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ANNEXE (April, 1972)

Relativement au probIeme de I'existence d'une meilleure approximation
d'une fonctionnelle lineaire continue sur H, par des fonctionnelles ponctuelles
(H espace de Sobolev de type Hfo,l») nous avions formule Ie resultat suivant.

THEOItEME I. Une condition suffisante pour que IE H' admette une meil­
leure approximation du type L.{:1 A/>",. est que,

\.I [0 I]' I" [h(oc:) - h«(3)]2 = 0vy E , • 1m a .
IX,{J-"i' ex - fJ
aH3

OU h = .1-1(/) est Ie representant dans H de lafonctionnelle I.

Nous sommes en mesure de completer ce resultat par Ie theoreme.

THEOItEME 2. Si H est une espace de Sobolev (de type Hfo,ll) alors "tN,
VI E H', 3xi *, A i *, f. = 1,2,... , N tels que

La demonstration est triviale en remarquant que la condition suffisante
du theoreme 1 est toujours satisfaite.

En effet, si h E H, alors on peut etablir par une argumentation classique
en theorie des distributions que

hex) = f' h'(u) du + h(O) (h' derivee distribution de h).

Dans ces conditions

[h(oc:) - h(fJ)]2 = (f h'(u) duf ~ «(3 - a) f h'2(U) du
a a

(inegalite de Schwartz) et donc

[h«(3) - h(a)]2 ~18
h'2(U) du --* 0

[(3 - a] a a.B->y
"ty E [0, 1]

. h' L 2pUlsque E (0,1)'

En resume. Dans HtO.l) (et les espaces du merne type) la forrnule
d'approximation optirnale existe toujours, quelle que soit Ie fonctionnelle
lineaire continue consideree.
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