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Ce travail est une contribution a un probléme formulé de maniére précise par
S. L. Sobolev en 1962. Nos résultats concernent I'existence de formules optimales
pour Papproximation de fonctionnelles sur un espace de Hilbert de fonctions
d’une variable réelle. Ils complétent et généralisent les résultats antérieurs.
Par ailleurs, le formalisme employé & donné lieu & un développement analogue
pour lapproximation optimale de la somme d’une série. On consultera a ce
propos les travaux de J. Baranger. En ce qui concerne les fonctions a plusieurs
variables, on pourra se reporter aux publications des mathématiciens soviétiques:
S. L. Soboley, V. D. Carusnikov, I. M. Sobol’ enfre autres.

Toutefois, leurs résultats ne semblent absolument pas recouvrir ceux que nous
présentons ici. Enfin notons que nous avons abordé cette étude aprés la lecture
d’un article de H. S. Wilf, relatif & un procédé d’intégration des fonctions numé-
riques. L’idée de Wilf a été également reprise par plusieurs auteurs, en particulier
R. E. Barnhill, pour des espaces de fonctions analytiques.

1. APPROXIMATION OPTIMALE D'UNE FONCTIONNELLE

On désigne par C}, ,; I'espace des fonctions définies et continues sur [0, 1],
a valeurs dans R, normé par || f g, ;3 = MaxXiepo, | f(D)I

Soit H un espace de Hilbert réel, dont les éléments sont dans Cfo,u , et tel
gue I'injection canonique de H dans C?O-ll soit continue. Soit A’ son dual
topologique. On notera (u, v)y (respectivement (u, v)y-) le produit scalaire
dans H (respectivement dans H’). La dualité entre H et H’ sera notée (-, ->.
A désignera Pisomorphisme canonique de H dans H’.

Dans ces conditions on peut considérer les fonctionnelles d’évaluation
sur H:

SpopeH—8,, ¢ = ¢(a) ol aef0, 1]

80‘ e H'. Si & = A—l(sm)s on a (ga > gB)H = (8a » SB)H' = <8a > gB> = <83 ’ goz>'
On posera g(cx, B) = (ga ) gB)H .
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98 MARC DUC-JACQUET

La fonction g(«, ), définie sur [0, 1] X [0, 1] qui appartient & H en tant
que fonction de I'un quelconque de ses arguments, est le noyau reproduisant
de I'espace H. Nous faisons I’hypothése suivante sur le noyau reproduisant
de H:

1
1

8(x, B) = a(x) b(B)

0<a<p
()
=aB)bla) 0<B<

&

VAN/AN

ol a et b sont deux fonctions connues, appartenant 2 H. Nous dirons que
g est de forme triangulaire.
Soit /e H'. On pose

X = (Xg, X3 5000y XN)s x;e€[0,1] i=1,2,..,N,
A - (Al s A2 gevey AN): At € R l 1, 2,..., N

1

Le probléme qui nous intéresse est le suivant:

le H' étant donné, existe-il (x*, 4*) dans O, 1]V x R¥ tel que
YY1, x*, A%) = min Yyl x, A) ou

(2, Aelo,1]VXRN

P x,A):“l— Y Ads, “2 ?
.

1N

Si un tel jeu de poids 4,* et de neuds x;* (i =1, 2,..., N) existe, nous dirons
que parmi les approximations de la fonctionnelle /, de la forme

7 = Z Alaml s 7* - Z Ai*axi*

1IN 1IN

est une approximation optimale. Cette définition est donc tout-a-fait analogue
a celle des formules optimales au sens de Sard [11], mais avec I'introduction
de neuds variables dans [0, 1].

II. ETupE DE Y2 (I; x, A)

Posons P¥(/; x) = mingn P x, A). 1l s’agit bien d’'un minimum, car
lorsque A varie dans R¥, trouver le minimum de ¥2(J; x, A) pour x fixé,
revient A projeter orthogonalement / sur la variété engendrée par les 8‘,‘ s
i=1,2,.., N. Nous utiliserons la propriété suivante dont la démonstration
est élémentaire.
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LeEMME 1.
inf D/ x) = inf Yl x, A).

zelo,11¥ (e, A)elo, 11VxRrY

Nous sommes ainsi ramenés & étude de PXI; x) lorsque x appartient au
compact [0, 11¥. Pour obtenir une condition suffisante d’existence de x*, il
suffit de trouver une condition suffisante de continuité de I’application

x €0, 1N — P%(; x) e R,
Calcul explicite de D¥(I; x)

La quantité @%(/; x) représente le carré de la distance de /, & la variété
linéaire V,, engendrée dans H’, par les fonctionnelles le s sz A SwN . On
peut toujours exhiber un jeu d’abscisses #; , t5,..., 7, tel que

0<p<N,

0<t1<t2<t3<”. <tp<1 tie{xl,xZ,...,xN} i: 1,2,...,p,

811 , 8t2 yoes Stp linéairement indépendants et engendrent V,
(c’est-a-dire V, = V).

On a alors:

LemMe 2. @ x) = (I, Dy — G o I = (1, 1, ..., 1,) eR? avec
Zi = (15 Sti)}{' ’ l = 1: 23"-5]) et G = ((Sti ’ Stj)H') = (g(tz ] t:i)) (matrice de
Gramm des 8% ,i=1,2,..,p).

La démonstration est immédiate en remarquant que la quantité l'G-1]
représente le carré scalaire de la projection orthogonale de / sur la variété
engendrée dans H' par les p éléments St‘ , 8,2 yores 8,5” ¢’est-a-dire sur la variété
V,.

LemMmE 3. Si /e noyau reproduisant de H est de forme triangulaire, alors
G- est tridiagonale et on a explicitement

ro‘l Bl B
. . ' . 0
:31 Xy /'32
61— . . -
K . Bo
0 .
g Boa Xy J
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avec
1 .
B i a, T Eer
=
! (a1, — asbhy)
by — abin
i = i=23,.,p—1
* (@;4b; — ab; @by — aiby) p
. by
’ bp(aaz—lbp - apbm—l)
ou
a; = a(t;)
i=12,.,p
b; = b(t;)

a et b étant les deux facteurs de décomposition du noyau g.

Démonstration (cf. [4]). Posons

a; 1
a, —1 1

a, —1 1

Le systéme Stl , 8t2 yeres 8% est un systéme de p vecteurs indépendants dans H'.
Donc en particulier Sti #0, i=1,2,...,p ce qui est équivalent a
(St,. s 0 ) # 0, s0it g(t; , 1;) = a(t;) b(t;) + 0, soitencorea; < 0,i =1, 2,..., p.
Par conséquent D! existe et on obtient

Uy — U
Dy — Vg 0

L7T'DIGD LY = A =

0 Upg — Uy
Up

ouv;, = byja;, i=12,...,p.

La matrice G étant par nature (c’est un grammien) définie positive, il en est
de méme de la matrice A et on a

G-l = D111t =

ce qui conduit en explicitant ce produit, au résultat annoncé. On a alors:
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TuEorEME 1.

20 = o - [ Gkl L K gy gk

io1 Ve — Ui Up
i=1,2,..,p.

11 suffit en effet d’expliciter la forme quadratique I:G] (lemme 2) en utilisant
Pexpression de G (lemme 3).

1II. CONTINUITE DE L’APPLICATION X € [0, 1]V — ®%(/; x) e R

Remarque préliminaire
Soit x = (x;, X3 ,..., Xy) € [0, 11¥. On lui associe ¢ =(,,1,,..., £,) ER?
en prenant
1, 6{xy, Xp yern, Xy} i=12,..,p,
St s Stg yenrs 8% sont linéairement indépendants dans H’,
v, =V,

ol rappelons le V, est la variété engendrée dans H' par 8% , 812 yeres Og -
Dans ces conditions on peut rencontrer les cas de figures suivants:

(A) Les abscisses #,, #, ,..., I, qui sont nécessairement toutes distinctes
sonttellesque: V;, 1 <j <N, 3,1 <i<<p,x;=1.

(B) Le cas (A) n’est pas vérifié pour tout x € [0, 1]¥. Autrement dit il
peut exister un indice j,, 1 <j, < N tel que X, #t;, i=12..,p Mais
comme 8%_ , Stl poees Stp sont alors nécessairement linéairement dépendants,
nous avons

soit 8%_0 =0

K4
. . (50)
soit 8% £ 0 mais 8% = le A7V8,, .
Le cas (B) est une source d’énormes difficuités dans I’étude de la continuité
de la fonction D2(J; x). Aussi nous ferons hypothése simplificataire

L’espace considéré H est tel que quel que soit 'entier K > 1
on a I’équivalence suivante:

X1 » X3 »..., X abscisses distinctes dans [0, 1] == 8y » Oy 5eevs O
linéairement indépendants dans H'.

()

&

Autrement dit nous excluons I’éventualité (B) ci-dessus. Nous sommes alors
en mesure d’étudier la fonction x — P2/, x).
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LEMME 4. Si les hypothéses () et (5%,) sont satisfaites, les fonctions
v(x) = b(x)/a(x) et k(x) = (I, 8,)y/a(x) sont définies et continues sur [0, 1].
De plus v est strictement monotone décroissante sur cet intervalle.

Démonstration. Quel que soit x dans [0, 1] on a 8, # 0 (hypothése ),
donc || 8, % = a(x) b(x) # 0. a(x) ne s’annule donc jamais sur Vintervalle
[0, 1] et les fonctions v et k& sont toujours définies.

D’autre part HC Cﬁu] ,donca,be C["O'l] et par conséquent v est continue
sur [0, 1]. Soit x <<y, x, y € [0, 1]. L’hypothése 57, étant satisfaite, &, et §,
sont linéairement indépendants, et en reprenant la démonstration du lemme 3
avec {ty , ty ,..., 1, = {x, y} on obtient s(x) — v(y) > 0. Donc v est stricte-
ment monotone décroissante sur [0, 1]. Enfin

_ GLdw  hx) N
k(x) = ) “am k= A7)
ol he H donc he Cpy y , ce qui prouve que k € Cfy 4 .
Nous avons alors le résultat essentiel suivant:

THEOREME 11. Si H vérifie les hypothéses () et (), une condition
nécessaire et suffisante pour que application x — P*(I; x) soit continue sur
[0, 117 et que I’on ait

. [k(o) — k(B)P?
lim =52 = 0
2B o) — o)

quel que soit y € [0, 1, limite commune de « et B (« # B).

Démonstration. Soit x € [0, 1]V, x = (x1, X3 ,..., Xy). Solent #; < t, < -
< t, les abscisses distinctes de x. Puisque I'hypothése () est satisfaite
8t1 , 3t2 yeers 8,p sont linéairement indépendants et engendrent la méme
variété que 8%1 , 8,cz yens 5%/ . D’aprés le théoréme I nous avons

k() — k()P + k¥(t,) ]

¢2(15 x) = (l’ I)H’ - [El v(t;) - U(ti+1) v(tﬂ)

Soit {x*} une suite de [0, 1]V admettant x comme limite lorsque s tend vers
Iinfini. Posons d =min(f, — t;,t3 — t3,.... 6, — t,_y) si p > 1. (Le cas
p = 1 n’est pas retenu, mais la démonstration permettra de conclure aisé-
ment méme dans ce cas.) On a 4 > 0. Puisque lim,,, x'? = x, il existe un

rang S tel que 4

s =28 =1x9 —xllo <3
Cela signifie que pour s >> S, les composantes x{*, i =1, 2,..., N de x'?
sont disposées dans p intervalles disjoints, centrés sur les t;, i =1, 2,..., p,
et ne dépendant pas de s.
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L=li1<i<N|x¥—1<

WK,

§ pour s >SS r=12,..,p

L #2 r=1012.,p e UL ={,2.,N}
Ikﬁlkfz 1%} Si k#:k/

Pour calculer %(/; x'®), s > S, nous ne devons considérer que les abscisses
distinctes de x'¥, et les ordonner. Cette opération peut &tre faite séparément
dans chacun des p groupements d’abscisses. Nous mettons ainsi en évidence
les suites d’abscisses

A, W, s=8,54+1,.
définies par

A = o) avec iel, x¥ <xW¥ Viel
” 3

) ©
2

Mty =X avec iel, x¥ <%V Vjel,

et nous avons (cf. Théoréme 1) pour s = S,

@Iy x) = (I, D)y — [M® + N

avec
Mo = 5 ) — KPR
S =R T o)

et olt N'® est une somme finie, éventuellement vide, de termes non négatifs
(cf. lemme 4), de la forme [k(«) — k(B)]*/[v(x) — v(B)] 01 o < B, x et B étant
deux abscisses consécutives de I’ensemble des abscisses distinctes de X9,
o et B appartenant toutes deux & l'un des intervalles V, ={xe][0, 1]:
lx —t, | <d3}, r=1,2,., p; mis en évidence précédemment.

Or par définition de {A®} et {u!¥} on a

Iim A2 =limp? =1,, r=12..,p,
lim p . p

530

k et v étant continue sur [0, 1], la quantité (I, /)y — M tend lorsque s tend
vers I'infini, vers

2 [k(t) — Kt | KA(E,)
Ghr — X Sy T we)

= @¥I; x).
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Une condition suffisante pour que lim,,,, P/, x'¥) = P(/; x) est donc que
lim,,, N® =0, ce qui est vérifié si tous les termes (5’il en existe) du type
[k(2) — k(B)I*/[v(x) — v(B)] tendent vers zéro lorsque « et 8 tendent vers #;,
1 <k < p. Comme il est toujours possible de faire tendre x'* vers x lorsque
s tend vers I'infini, de fagon a ce que nous ayons de tels termes dans N9,
la condition est également nécessaire.

Enfin, cette condition devant &tre vérifiée quel que soit x appartenant a
[0, 1]¥, nous obtenons la condition nécessaire et suffisante annoncée:

o k() — KB _
W e ey 0 el

COROLLAIRE. S a et b, facteurs de décomposition du noyau reproduisant g,
sont dérivables, et si v' = (b/a)’ ne s’annule pas sur [0, 1] alors une condition
nécessaire et suffisante de continuité de ©*(I; x) sur [0, 1]V est

. [A(e) — B(B)]? .
}}ggy[——(ﬁ?.:—lg(—@]— —0 Vye[o,1] ou k= A
a#B
Démonstration. Puisque k(x) = (A7), 8,)/a(x) = h(x)/a(x) on a puis-
que v’ existe

k() — k(B _ [x) — h(B))a(x) + A(B)a(B) — a(x)]/(a(~) a(B)]*
o) — v(B) (x— B ')

avec « <{ ¢ < f. En développant on obtient les termes

* [A(e) — A(B)P/[a*(x) v'(c)(x — B)] qui est équivalent & 1/(a(y) v'(y))
[(«) — h(B)]*/(x — B) lorsque o, B — .

 20h(2) — HBT HB)aB) — a(@]i(x — B) * 1/@() a(B)) qui tend vers

0 lorsque «, B — y (a’ existe et 4 est continue).

" x B(B)/(a*(w) @(B)ale) — a(B))/(x — B) * [a(x) — a(B)] qui tend vers 0

lorsque a, B — y (@’ existe).

La condition de continuité se réduit donc a

lim ) — B _ Yy &[0, 1].
wy o8B

Ce corollaire est important dans la mesure ol il ne fait intervenir que le
représentant # dans H, de la fonctionnelle /.

En particulier si h = A-Y(]) est telle que | A(a) — A(B) < M | o« — B quels
que soient «, B appartenant a [0, 1], la condition est satisfaite (M constante
positive ne dépendant que de #4).
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1V. APPLICATIONS, EXEMPLES
On considére I'espace classique de Sobolev H = W3,
H={p:p, 9 €Ly ; (e, P = (p, P)iz,,, + (¢, Pz, , )}
les dérivées étant prises au sens des distributions. On sait que H est un espace

de Hilbert qui s’injecte continuement dans CE’O,I] . On peut expliciter aisément
son noyau (cf. [9]) et Pon a:

chx ch(l — o)

g(x,a)ZT si 0<x<<Caxl1
Zshi(ii‘if}l:i) si 0<oc<x<1

Sur H, les hypothéses (5#,) et (#£,) sont vérifiées (voir en particulier [10]).
On prendra

a(x) = chx,
_ch(l —x)
U T

a et b sont dérivables sur [0, 1].

La fonction »(x) = b(x)/a(x) est dérivable et v'(x) = —1/ch¥x) %= 0
Vx e [0, 1]. Nous sommes donc dans les conditions d’application du corollaire
du théoréme II. La fonction x — @2(/; x) est continue sur [0, 1]V si et seule-
ment si lim, g, ..5[f(c) — AB)P(« — B) =0, Vye[0,1]. Le théoréme
suivant montre que cette condition est réalisée pour une large classe de
fonctionnelles sur H.

THEOREME M. Toute fonctionnelle linéaire sur H du type
1
Lige H>L(p) = | oz)d  ou zeLiyy
[1]

est linéaire continue sur H(l, € H') et si h, = A-Y(l,) il existe une constante
positive M, ne dépendant que de z, telle que

Ph() —hB) < M, |« —B| Vael0,1]
VB e [0, 1].
Démonstration. (1)

1 2
(L@ = [[ ez dr] <lizl,,, < [,
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(inégalité de Schwartz dans L%, ;). Mais
Il <lelx dou |l <z, <ok,

ce qui prouve que /, est continue sur H.

(2) Considérons le rapport (g(e, x) — g(B, x))/(« — B), « # B. D’aprés
la forme élémentaire de la fonction g(u, v) qui est dérivable en u (pour »
fixé) sauf pour u == v, il est aisé d’exhiber une constante positive C, telle que
pour « 7= S8

quel que soit x dans [0, 1].

lg(oc, x) — g(B, x) ‘ <C

Or hy(x) = (I, 8 = <L, , A7X8,)> = [y &(x, u) 2(u) du. Donc

M ‘ f: gle, rg —_— g(lg, u) 2(u) du \ <C Jd | z(u)| du.

Puisque z e L%o_l, , fo | z(u)| du existe, et en posant M, = C ftl, | z(w)| du,
nous obtenons le résultat annoncé

hfe) — B < M, |« —B|  Vae[0,1]
vBelo, 1].
En conséquence

(@) = hBP | b= kB |* o
D - | 22 el < M2 e — B

etona
2
[hz(o‘) Z(B)] — 0 V'y = [0, 1]‘
o S—w
a#ﬁ
Ceci prouve (corollaire du théoréme II) que la fonction x — D!, ; x) est
continue sur [0, 11N guel que soit ze LY ,, .

ExeMPLE 1. z(x) =1, Vx€[0, 1]. La fonctionnelle étudiée est la fonc-
tionnelle intégrale i: ¢ — fo o(t) dt. D’aprés ce qu1 précéde nous pouvons

donc affirmer que parmi les approximations du type jo o(t) dt ~ Z, 1 A:9(x)),
il en existe une au moins pour laquelle la fonctionnelle erreur e

ee) = [ gt = T gt

est de norme minimale dans H'.
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Nous avons montré dans [7], que cette approximation optimale était
unique, et nous avons complétement explicité les nceuds x,* et les poids A4,*
correspondants (i = 1, 2,..., N).

ExeMPLE 2. 2z(x) = Log(x), x € ]0, 1]. Dans ce cas la portée du théoréme 3
est encore plus manifeste. La fonctionnelle sur H

P> fo ' @(t) Log(z) dt

admet au moins une approximation optimale. Cependant, nous n’avons pu
démontrer I'unicité dans un tel cas. D’autre part, la détermination d’un jeu
optimal d’abscisses et de poids, reste & 1’étude.

V. CARACTERISATION D’UN JEU OPTIMAL DE NOEUDS x* = (x;* ..., Xy*)
LorsqQu’iL EXISTE

Nous donnons ici sans démonstration deux résultats, de nature trés intuitive
d’ailleurs. Cf. [9].

(a) Dans une formule d’approximation optimale, le nombre de nceuds
distincts est égal & N si et seulement si la fonctionnelle étudiée, n’est pas
combinaison linéaire de p fonctionnelles d’évaluation linéairement indé-
pendantes 0 <p < N — L.

(b) Les nceuds optimaux x;*, i = 1, 2,..., N appartiennent nécessaire-
ment au support de la fonctionnelle étudiée /.

En conclusion nous ferons les remarques suivantes:

(1) Les résultats du paragraphe III précédent, peuvent étre généralisés
lorsqu’on prend pour H, un espace de type W,%(0, 1), mais ou le produit
scalaire est obtenu en pondérant convenablement la fonction et sa dérivée

1
(p, ¥) = fo pe'¥' + qo¥.

(2) Des résultats du méme type peuvent &tre donnés, pour des espaces
de fonctions s’annulant aux bords, ou méme en certains points de [0, 1].

(3) Quelques propriétés de portée plus générale sur 'approximation
d’une fonctionnelle par une famille de fonctionnelles dépendant d’un para-
métre ont été étudiées dans [8].
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ANNEXE (April, 1972)

Relativement au probléme de I'existence d’une meilleure approximation
d’une fonctionnelle linéaire continue sur H, par des fonctionnelles ponctuelles
(H espace de Sobolev de type H}, ;,) nous avions formulé le résultat suivant.

THEOREME 1. Une conditiorzs suffisante pour que 1€ H' admette une meil-
leure approximation du type 3 ;_; Ainl_ est que

vy € [0, 1: lim M’—}g@f = 0.
g -

O h = A7) est le représentant dans H de la fonctionnelle 1.
Nous sommes en mesure de compléter ce résultat par le théoréme.

THEOREME 2. Si H est une espace de Sobolev (de type Hy ) alors VN,
Vie H', Ix*, A,*, i =1,2,.., N tels que

|- S A#5x*| = min EWES
1

+ T xE(0,1]
H ‘4;eR

I’

La démonstration est triviale en remarquant que la condition suffisante
du théoréme 1 est toujours satisfaite.

En effet, si # € H, alors on peut établir par une argumentation classique
en théorie des distributions que

h(x) = fz h'(u) du + h(0) (W' dérivée distribution de A).
0
Dans ces conditions
B 2 B ,
(o) — hB)E = ([ W@ au) < B— o) [ W du
(inégalité de Schwartz) et donc

[h(lg) - h((x)]2 £ 2
—TB-—_—OL]_' < J; '3 () du

puisque A’ € Ly ,, .

>0 Vye[o,1]

o, By

En résumé. Dans Hp,,, (et les espaces du méme type) la formule
d’approximation optimale existe toujours, quelle que soit le fonctionnelle
linéaire continue considérée.
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